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LOGRO DE SESION

Al finalizar la sesion, el estudiante aplica el Paralelismo y Ortogonalidad
entre planos para resolver problemas de aplicacion en Ingenieria, asi
como determina la interseccion entre Planos y el angulo Diedro.
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PLANOS PARALELOS

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos.
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Py //P, &0y [/ 77 & 1y = Ay

Po//P, &0 //m; & X1, =0
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POSICIONES RELATIVAS ENTRE PLANOS

No se superponen

' Se superponen

g

'man un angulo
llamado Diedro y
si es de 909 se

Planos

Paralelos A

dice que los
Planos No Planos son

ortogonales
Paralelos

Su interseccion
es una recta




Ejemplo.
Dados los Planos:

m:10x —4y —2z=5y my,:(x,y,2z) = (2,2,1) + «(1,1,3) + £(1,2,1)

éSon Paralelos?

Cqioj k
Hallo normal de 77,: axb=11 1 3|=-5i+2j+k=(-521)
1 2 1

Se reconoce la normal de mr;: (10,-4,-2) que equivale a (—5,2,1), como las

normales son paralelas, los planos son paralelos.



PLANOS PARALELOS

Al ser Paralelos écoOmo saber si se superponen o no?

Concepto

Previo El punto (2,2,1) épertenece al Plano 10x — 4y — 2z =5

Solucion: 10x —4y — 2z =5
10(2) —4(2) —2(1) =5
10 # 5 No pertenece al Plano

Si dos planos coinciden entonces un punto pertenece a ambos planos, de lo
contrario no se superponen



EJERCICIO EXPLICATIVO

Dados los Planos: mq: (x,y,2z) = (1,2,1) + «(3,3,1) + B(3,2,2) y
my:4x — 3y — 3z =4 ;Son Paralelos? Y si son Paralelos écoinciden o no?

Hallando la normal de m4

i ok
dxb=|[3 3 1|=4i—-3j—3k=(4-3-3)
3 2 2

Se reconoce la normal de m, = (4, —3,—3) luego: las normales son
Paralelas, entonces los planos son paralelos.

Seran coincidentes si el punto (1,2,1) del Plano m; pertenece al Plano m,
4x — 3y —3z =4
4(1)—3(2)—3(1) =4

Al no pertenecer los Planos
—5#4 P

no coinciden
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Observacion

Al ser dos planos NO PARALELOS,
estos se intersecan en
el espacio.
El producto de dicha interseccion genera
-------- una recta en el espacio.




PLANOS NO PARALELOS

Si los Planos no son Paralelos de todas maneras se intersectan y forman un angulo

Dados los Planos: wy:x+y—2z2=6y my:2x —3y+z =3

Se reconoce lanormalde r; = (1,1,—2) ym, = (2,—3,1) luego: las
normales no son Paralelas, entonces los Planos no son Paralelos y se
intersectan.

Para hallar la interseccion de Planos debe resolver el sistema de ecuaciones:

xX+y—2z2=6
2x —3y+z=3



Resolvemos el sistema.
X+y—2z—6= Odando valor a: z=1 {Zxx-l—_yg==6 ;Eﬁ
2x —3y+2z—3=0 Y

[T

Resolviendo ecuacion para eliminar la variable “y”™:

3x +3y = 18+ 64 Ex= 21 +51 y =215 21 o
2x—3y =3-1 N B 5
Remplazando para hallar “y”
X+y=6+21= y=6+21—= -1 N y=2+1

x=—+4+A
Ecuacion parametrica:{ y = ALy,

. 7= W
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ANGULO ENTRE PLANOS NO PARALELOS

Luego los vectores no son paralelos

Se encuentra con las normales de ambos Planos

nl'nz Si ny.ny, = 0]
CosO = AT los Planos
nqliin; son

ortogonales

Solucién: Del Problema anterior que son Planos no Paralelos

Se reconoce lanormaldem; = (1,1,—-2) ym, =
(2) _3)1)
(1,1,-2).(2,—3.1) _ 3

Cosf =
V6.4/14

indica que es
un angulo

Luego: 8 = arCos(— %ﬁ
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Ejemplo 39. Dados los planos Py:x —y—2z=0 ;Po:x—=2y+3z—-1= 0 no
paralelos que se intersecan en el espacio.

a) Exprese la interseccion (la recta resultante) entre los planos como un
sistema de ecuaciones de ambos planos.

b) Determine el vector director de dicha recta.

¢) Determine la ecuacion paramétrica de dicha recta.

SOLUCION:

Jx=y-z=0
a) L'[x-2j=+33—1= 0

b) L. Xx=-y-z=0
(x—-2y+4+3z=1

Sy —dz=-1
y=4z-1 Ax—(4z-1)-z=0
x=5z-1

. = (5,4,1)

Otro forma de hallar v;

n =(1,-1,-1)

n, =(1,-2,3)
ik
mXn,=[1 -1 -1
1 -2 3
B = (=5,-4,-1)

c)
(x,v,2) =(-1,-1,0) + t(54,1)

x=5t-1
L:fy=4t-1
z=t

v
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PLANOS PERPENDICULARES

Dos planos son perpendiculares si sus vectores normales son
ortogonales.

. P lPenln

iy 75 = 0
H']_



Ejemplo 38. Determine si los siguientes planos son paralelos u ortogonales.
Pi:x+3y—2z=6
Py: P=(4,-3,2) +r(2,-2,4) +t(2,1,1)

SOLUCION:
Ay = (1,3, —2) Si ny //n; = ny =,
e (1,3,-2) # A(—6,6,6) X No son paralelos
S A
Ny =12 =2 4| =(-6,6,6) Sifly L, =#,-,=0
2 3 %

(1,3,—-2) - (—6,6,6) =—6 + 18 — 12 =0

/ Son ortogonales




FINALMENTE

=

...
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IMPORTANTE
1. Planos paralelos

By /Py = ny = Any

SiPLP, =, -n;=0
3. .inguln entre planos:

oy _Tacma
B = cos = :
i | 4 " "ﬂ-: | _-I

8=180-F§

2. Planos perpendiculares.

PARATI

. Realiza los
ejercicios
propuestos de asta
sesion y practica
con la tarea .

2. Consulta en el
FORO tus dudas.
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EJERCICIOS EXPLICATIVOS UT PE=—

3x—y+z=0
xX+2y—z=0
plano que pasa por 4(—1,—1,0) vy es paralelo a las dos rectas.

x—3 r—1 -
1. Sean las rectas ,[,1:_—5 = J'T L E=3 v Lg:{ . Hallar la ecuacion general de un

SOLUCION:
+ - +
L. 3Ix—v+z=0 + i j  k
x_l_z}?_z: 0 n= -5 2 0 =I:—14J—35_.18)
4x+y ~ =0 P
y=—dxr= x+2(—4x)—z=0 i (P-F)=0 = (-14,-3518)-(x+Ly+12) =0
- —14x — 14— 35y —35+ 18z =0
z=—Tx
x=t

L:qy=—4 RPTA: P: 14x+35y—18z4+49 =10
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EJERCICIOS EXPLICATIVOS

2. Encuentre la ecuacion general del plano que pasa por la interseccion de los planos

Pi:x—z=1; P;:y+2z=3yesperpendicular al planox + y -2z =1

SOLUCION:
+ - +
I j k
n=[1 -2 1| =(3,3,3)
+ 1 1 -2
2x—2z=2 [5—2x}+23:3 . -
L'{ v+2z=3 7= x—1 n-(P—P)=0= (3,3,3)-(x,y—5,z+1)=0
=t 3x +3y+3z—12=0
’ * L: sy =5-12t
z=t—-1

RPTA: P:x+y+z—4=0



EJERCICIO RETO

Hallar la ecuacién general del plano que pasa por el
punto (1;5; 1) y es perpendicular a los planos
Pi:2x+y—2z=2; P:x+3z=4

P: 3z — 8y 2 +35§=0
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