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LOGRO DE SESION

Al finalizar la sesion, el estudiante determina las distintas
ecuaciones de |la recta en el espacio e identifica el punto de

paso y vector director en todas ellas. Asi tambiéen determina
la distancia de un punto a una recta o entre rectas.
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Arturo esta cambiando un neumatico. La llave es posicionada en uno de

los pernos de la rueda y hace un dngulo de 30 con la horizontal. Arturo ejerce una
fuerza de 40 Ib hacia abajo para aflojar el pemo.
a) Silalongitud del brazo de la llave es un pie, ; Qué cantidad de torque se imparte
al perno?
b) Si se cambia la llave por una de 18 pulgadas de longitud, ;Qué cantidad de
torque se imparte al perno?
Solucion 7.
En la figura, el brazo de la llave es paralelo al vector

a = (Jlal|cosb, ||d||sené, 0)

40 (b
F

Y la fuerza esta representada por el vector

F = |IF11(0,1,0) = 40(0,1,0) = (0,40,0)

a) Se desea hallar la cantidad de torque
que se imparte al perno

Cantidad de torque = ||axF||

La longitud del brazo de la llave es ||al| = 1 pie, entonces

a= ((l)cos (g),(l)sen (%)0) = <L;%O)




Rectas en R3

Una recta en el espacio esta bien determinada, si se especifica
su direccion y uno de sus puntos.
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Rectas en R?

Dado un punto del espacio (x,, vy, Zo) por donde pasa una recta y un vector direccion v = (a, b, ¢)

Ecuacion vectorial de L

Aquella que pasa por un punto Py en la

L:P=Po+t7

direccion de 7. (xl Y Z) — (xO; Yo, ZO) T+ t(a) b; C)

Ecuaciéon paramétrica:

Caonsiderando que la ecuacion vectorial se
escribe de la siguiente forma:

(x,v,z) = (x5, Vg, Z9) + tla,b,c)

Se puede deducir la ecuacion parametrica
Como sigue:

Ecuacion simétrica o continua

(X = X, + at

1Y =Y, + bt teR

| Z =12, +Ct

Es aquella ecuacion que resulta de despejar el parametro t en cada una de las
ecuaciones parametricas para luego igualarlas, observemos:

X—Xo  Y— Yo  Z— 44

a b C

2 P(X, Y, 2)

P, (X Y1 Z)
\

=

<VV

.lrjmvnzlmd
ecnolégica
del Peru



Ejercicios explicativos

1. Obtén las formas vectorial, paramétrica y simétrica de la recta que pasa por estos puntos:
A2, 3,-1)y B(1, =3, 0).

Solucion:
Punto Inicial: A (2, 3, -1)

Vector direccién: AB = B-A =(-1,-6,1)
Ecuacion Vectorial : (x,V, z)= (2, 3, -1)+t (-1,-6,1)

x=2-—t
Ecuacion Paramétrica:{y = 3 — 6t
z=-1+t

x=5 y—-3 z+1
=1 wis =6u o« sl

Ecuacion Simétrica:
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ecuaciones

2. Obtén las ecuaciones paramétricas y la ecuacion en forma continua y las
Implicitas de la recta que pasa por estos puntos:

A(-5, 3, 7)y B(2, -3, 3).
Solucion:
Punto Inicial: A(-5, 3, 7)
Vector director: AB = B-A=(7;-6,-4)

Ecuacion Paramétrica.
Se despejat en
= +5 _
X = -5 +/t xT—t ® cada ecuacion
-3 ()
y =3 -6t ==t
z-7
Zz = [ -4t . 7 =i

Ecuacidén simétrica o continua:

XtD — y_3: -7 Universidad
7 —6 —4 Tecnologica




3. Calcula las ecuaciones parameétricas y la ecuacidn en forma continua de larectar que
cumple las siguientes condiciones:

Pasa por el punto A (3,4,0) y su direccién es perpendicular a la de los vectores u” = (-1,2, -3) y v =(0, -2,5).

+*Solucion:

ik
Un vector director sera uxv =[—1 2 =3|=
0o -2 5

‘_22 _53‘i"_01 _53‘1 +‘_01 _Zz‘k = (4i+5j+2Kk) =(4,5,2). Con el vector director y el punto A,

construimos:

Ecuacion paramétrica y continua.

x =3+ 44 ees ven
Ay =4+51  L=—=7—=-




Ejercicio de aplicacion

Ejemplo 32.

Determine la ecuacion vectorial, paramétrica y simétrica de la recta

que pasa por los puntos A(2,—2,—3) v B(—1,4,—2). Encuentre un

punto adicional y la interseccién con el plano XZ.

SOLUCION:

Ecuacion Vectorial
P - (2' _2; _3) + t(_3: 6! 1)

Ecuacion Paramétrica

{' = -3+t

Ecuacion Simétrica
X2 Pe=i{=d) iZe==3)

- ®

| |

| N
N

+ w
m Lo 2
A

=AB =B —

-3 6 3 1
X=2  yt
-3 6

=z+4+3

tER= t=2

P =(2,-2-3)+(2)(-3,6,1)

P=(-4,10,-1)

= (—-1,4,-2)—-(2,-2,-3) =(-3,6,1)

LNXZ= y=0

= —2 + 6t
1

3

1
P.=(2,—2;=3)+ (3) (-3,6,1)

8
LNXZ = (1,0,—5)

=g
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DISTANCIA de un Punto a una Recta en el Espacio

La distancia de un punto Q = (x1,y1,z1) € R® alarecta L: P = Py +
tv se determina:

Q( \01 '\"Ov ZO)

4(Q.L) = \/HP_Q’H (Be2) N

.................................................




jercici icacio : : =2 =3
EJEI'CICIO de apllcacmn Hallar la distancia desde el punto Q(3,2,0) € R? a la recta x3 =2 T
2-2
5
SOLUCION: x—2 y-1 z-2 ‘ B = (3,4,—5)
B oo B R Py = (2,1,2)
2 17°\5
L) = V6 - |—=
d(Q. L) j\/' ()
2,0 = (3,2,0) - (2,1,2) = (1,1,-2) e
IPoGll = VI+T+4 = V6 T "o
PoQ -7 =(1,1,-2)-(3,4,-5) V22
RPTA: d(Q.L) = 1o
=3+4+10=17

Universidad
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UT PE::
DISTANCIA entre dos Rectas Paralelas

Dadas las rectas paralelas Ly: P =P, +tv yL,:P = P, + tv, la distancia entre ambas
rectas esta determina por la formula anterior, considerando un punto de una de las
rectas(en este caso P, € L,), es decir:




UT PE=z
DISTANCIA entre dos Rectas NO Paralelas

Dadas las rectas no paralelas Ly:P = Py +tv y L,: P = P, + tw, la distancia entre
ambas rectas esta determina por:




Ejercicio de aP“CBCiéﬂ Hallar la distancia entre las rectas:
Lyix=—4; y+2z=6 y LyP=(12-2)+1t(0,21)

SOLUCION:

Lytx=—=4; y+z=6

-4 Py = (—4,6,0) (5, —4,-2) - (=3,0,0)|

5 -t d{QIL} =

r = 3= (0 —1.1) 1(=3,0,0)]
|-15]

= —— 5

15
V9

X

Lyt 1y
Z

P, =(1,2,-2)
L:P=(1,2,-2)+t(0,2,1) » :
- w=(0,21)

RPTA: d(@.L)=5

PIPE = [:11 2.! _2] - {_41 E'J D) = {5.1_41 _2]
vxw=(-300) Universkind
Em




ESPACIO VECTORIAL EN Rr?

RECTAS RECTAS
PARALELAS ORTOGONALES




PARALELISMO ENTRE RECTAS

Dadas las rectas en el espacio l;: (x,y,z) =Py +ad y l,:(x,y,z) = Qy + ﬁB

Sla"b :Ll ” L2 Llf"f[’z*‘tﬁ’t_jl}{ﬁg=ﬂ

Ejemplo 35. Hallar la ecuacion simétrica de la recta que pasa por el punto A(2,1,4) y es
paralelaL:x =3t ; y=-2+4t;z=-5t

SOLUCION:
v =(3,4,-5)

x—2 y-1 z-4

3 4 -5

RPTA:




Si las rectas son Paralelas pueden suceder dos casos.

No se Se

SUPGERUHED superponen




Un punto pertenece a una recta

Dado una recta en el espacio l;: (x,y,z) = (2,2,1) + a(1,3,4)

¢ Como sabersiQ = (3,2,4) o P = (5,11,13) pertenecen a la recta?

(3,2,4) = (2,2,1) + a(1,3,4) (5,11,13) = (2,2,1) + a(1,3,4)
(1;0;3) = a(1)314) (3,9,12) — a(1,3,4)

No existe un real “a” que Existe un real “a=3"

iguale los vectores, por gue iguala los vectores,

lo tanto “Q” no pertenece por lo tanto P

a la recta pertenece a la recta

U T P grivn%lrsiqad
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EJERCICIOS EXPLICATIVOS

1. Dadas las rectas: [, = (1,2,1) + a(2,—1,3) ; 1, = (4,—2,1) + B(—6,3,—9)

¢,son paralelas? si lo fueran ¢,se superponen o no?

(2,-1,3) = k(—6,3,-9) Parak = —% los vectores son iguales

punto de paso
de la pri
se superponen ) o No se superponen
pertenece a ambas
o punto de paso rectas
°e de la primera recta

o> — o >

v

(1,2,1) pertenece a
ambas rectas

Si un punto pertenece a una recta se debe cumplir:
(1,2,1) = (4,-2,1) + 8(—6,3,—9)  No existe un Beta (B) que iguale
los vectores por lo tanto las
(-3,40) = B(—6,3,-9) rectas son paralelas pero no se

superponen.
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RECTAS ORTOGONALES

La Recta L;: (x,y,z) = P, + aa ylarecta L,: (x,y,z) = Q, + ﬁlg son
ortogonales si y solo si; sus vectores direccionales son ortogonales,
es decir:

ilb = L 1L,

.I.LE

B
51

1 - L
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EJERCICIO EXPLICATIVO

Problema: Dadas las rectas: L; = (2,2,4) + a(5,—2,5) y L: x;Z = 1?} = Z_+14

a) ¢ Son Paralelas? Db) ¢Son Ortogonales?

LylL,od, Ld, dlb=dd,=0

Punto :A=(2,24)
1 {Vector director: 671 = (5,—2,5)
Punto :B=(2,—-1,—4)
: { Vector director: ciz =(3,5,-1)

- -

.ds = (5,-2,5). (3,5 —1)= 15 -10-5 = 0

Las dos rectas son Ortogonales.
ot
d:ICPen.’a




EJERCICIO EXPLICATIVO

—2 1 4
Problema: Dadas las rectas: L, = (2,2,4) + a(b,—2,5) y L>: IT = ;y = z_+l

a) ¢ oon Paralelas? b) ;Son Ortogonales?
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ANGULO ENTRE 2 RECTAS

Sidosrectas Ly:P =P, +tV ;L,:P = P, +tw en el espacio no son paralelas,
existe la posibilidad que se crucen (presentes en distintos planos) o que se
intersecten (presentes en un mismo plano). En cualquiera de los casos, existe un
angulo entre dichas rectas y esta definido por:

Si el angulo es de
90° las rectas son
ortogonalesa.b = 0




POSICIONES RELATIVAS ENTRE RECTAS NO PARALELAS

Cuando las rectas no son Paralelas puede suceder
dos casos.
Que las rectas se cruzan o intersectan

gmrl‘eolrsmd
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POSICIONES RELATIVAS ENTRE RECTAS NO PARALELAS

¢, COomo saber si se cruzan o se
Intersectan?
Dadas las rectas en el espacio l;: (x,y,z) = P; + aa y l,: (x,y,z) = P, + Bb

Debe formar una matriz donde; en la primera fila debe poner la diferencia de los
puntos de paso y luego los vectores direccion.

Pz_Pl

b

Previamente a probado que no son Paralelos dxb # (0,0,0)

Si el determinante de la matriz es
cero se interceptan vy si es diferente

de cero se cruzan




EJERCICIOS EXPLICATIVOS

x-3 _y-3 _z+1
"2 -1 2

y-2 z-1
1 2 y s

-1
Dadas las rectas: r:— =
¢Son Paralelas? Si no los son ¢ se cruzan o intersectan?

Solucion:

Se reconocende lasrectas: r: Py = (1,2,1) y a=(1,1,2) ydes: Q, =(3,3,—1) y
b=(-2-12)

POQO:QO . PO: (3137 _1) 3 (1,2,1): (2111_2)

o i j k Luego los vectores no son paralelos
axb.= _12 _11 ; =46k g axb=(0,0,0), vectores paralelos
2 1 =2
1 1 2 |=Det=0 Luego las rectas se intersectan
=2 =1 2

U T p gnivn%lrsiqad
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EJERCICIOS EXPLICATIVOS

¢, Como hallamos el punto de interseccion de dos rectas que se intersectan?

-1 y-2 z-1 -3 y-3  z+1
Dadas lasrectas: ri=—=2"="-"y ;=2 =2 =

1 1 2 "2 -1 2

Al determinar que se intersectan una ecuacion debe estar en Simétrica y la otra
en Paramétrica.

Se reconoce en una de las rectas: s: Qp, = (3,3,—1)y b = (=2, —1,2) luego:

x=3-2a Reemplazam
(x, v, z) =033 —-1) + 6((—2, -1,2) = y=3—a«a 0s estas
7=—14+ 2« variables en

la otra recta

ecnolégica
del Peru




EJERCICIOS EXPLICATIVOS

3—2a—1_3—a—2_—1+2a—1

1 1 2

Elija dos cualesquiera y elimine la tercera y resuelva

3-2a—-1 3—a-—2
1 I 1

a=1

I EN
coordenadas del

Al reemplazar este valor en la ecuacion Paramétrica

punto de
interseccion

x=3—-2a=1 O
o
y=3—a=2 °
z=—-1+2a=1 Sioratied
dolPorty




EJERCICIOS EXPLICATIVOS

Dadas las rectas de ecuacion :r:> = Y122y s=(x,V, 2) = (2,0,1) + t(1,1,-2).

1 2
a) ¢ Son Paralelas u Ortogonales?

b) De no ser paralelas ¢ se cruzan o interceptan?
c) Si se cruzan halle la distancia entre rectas

Solucion:
Se reconocen de las rectas: r: P, = (0,1,2) y a = (2,1,2) yde s: Q, = (2,0,1) y
b=(11,-2
( JPy0a=0, — Py= (2,0,1) - (0,1,2)= (2,-1,-1)
A A R ¢
axb=12 1 2|=-4i+6j+k=(-46,1) Los vectores no son paralelos
1 1 -2

Si dxb = (0,0,0) Vectores Paralelos

a.b= (2,1,2)(1,1,—2) = —1 Luego los vectores no son ortogonales

Si a. 13:0, los vectores son ortogonales

.lrjrwnilrsadad
ecnolégica
del Peru




EJERCICIOS EXPLICATIVOS

2%, =} . =—=1
2 1 2 | = Det = —15 Luego las rectas se Cruzan
d i els 0w Si el Det=0, las rectas se intersectan

La distancia entre las rectas es el cociente entre el valor del determinante y el modulo
del producto vectorial.

i j k
2 1 2|=-4i+6j+k= (-4,
1 - ¥ =&

15
Distancia = —
V53




3 FINALMENTE

IMPORTANTE

1. Los elementos

importantes para una
recta son: un punto de
pa=o y un vector director.

2. La= rectas paralelas
pueden tener el mismo
vector director.

. Diztancia entre punto y

recta, distancia entre
rectas.

LN

f"’

Excelente tu
participacion

Recuerda que,
siempre parece
imposible, hasta que
se hace.

PARATI

1. Realiza los
ejercicios
propuestos de ésta
sesion y praciica
con |a tarea .

2. Consulta en el
FORO tus dudas.
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EJERCICIOS EXPLICATIVOS

1. Hallar todas las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos 4(1,0,2)y B (—1%2) Yy encuentre
otros dos puntos.

SOLUCION: .
AE‘(_E_’_E) ‘ b =(-6,1,—4)
Ec.Vectorial: P=(1,02)+t(—61,—4) FER= |x=1-6t
y=t

x=1—6t z=2—4t
Ec.Paramétrica: {y=t

r=2-4t t=1 Pl(_EJl.I_E}
Ec.Simétrica: X~ 1_ _Z72 t=2 Py (-11,2,—6)

—b i —4




4. Dadas las sigulentes rectas Lj; que pasa
por A(3,2,1) vy B(—1,2,—1) v Ls que
pasa por C' (2, —2,7) v D(5,—2,1). De-

termine s1 son paralelas 1 ortogonales




EJERCICIO RETO

Determine la ecuacion vectorial y paramétrica de la recta
que pasa por el punto (0,14,—10) y es paralela a la recta
L:x.=<1+2t;. y=6—3t; Z2=3+ 9%

& B=D¢ 2%
) 2

=



EJERCICIO RETO

Dadas las siguientes rectas L; que pasa por A(3; 2; 1)y
(—1;2;—-1)y L,que pasa por C(2;—-2;7)y D(5;-2;1).
Determine si las rectas son paralelas u ortogonales.

RPTA: Son ortogonales Universidad
del Peru



