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Logro Q’)'

Al finalizar |la unidad el estudiante utiliza los conceptos
sobre vectores y rectas asi como la ecuacion del plano en
la resolucion de problemas aplicados a la ingenieria



@ Importancia

Al estudiar magnitudes como Ila mecanica, el trabajo o el
magnetismo no es suficiente conocer su valor numérico también
es necesario conocer su direccion y moddulo. Los vectores
aportan en la determinaciéon de la direccién y de calculos de
resultantes.

La recta y el plano son otros dos conceptos que se usan en
ingenieria hidraulica, ingeniera civil , economia y otras ciencias
donde se trata de explicar la relacién entre dos variables ( R?) o
tres variables ( R3)



Contenido general

- Vectores en R?
- La Recta en R?
- Vectores en R3
- La RectaenR3
- ElPlano



Vectores Rectas y Planos
en R?y R3

* \Vectores en R?
* LarectaenR?
* Vectores en R3
* LarectaenR3
 E|Plano



Vectores en R2

* Plano Cartesiano, par ordenado. Vector. Plano
vectorial Bidimensional. Representacion del vector
como segmento orientado.

« Modulo, aplicacion del médulo como distancia
entre dos puntos. // Vector unitario. Vectores
canonicos (i,j).

« lgualdad de vectores. Adicion y Diferencia de
vectores.

* Multiplicacion de un escalar por un vector.

« Ortogonalidad y Paralelismo (Aplicacion en puntos
de corte).

* Producto escalar. Vectores Ortogonales y angulo
entre vectores. Angulo de inclinacién de un vector
(aplicacidn a resultante de fuerzas). Proyeccion
Ortogonal y Componente entre vectores.



Plano cartesiano y vector

Y
............................ -
. 4
Se define Ay B puntos
(pares ordenados) B (1;3) 4B : segmento
3
AB :rectaque pasapor Ay B
2 AB  vector
X
-5 2 3 4 5 3] [} ]

Elementos del vector

Origen : A
Direccion y Sentido
Médulo

=3




Definicion y médulo de un vector

B(-3;7) ’:

||A—B)|| T \/(xz —x)%+ (y2 —y1)?

|4B| = | + o}

.8:3 a - 0
A( 8,3::) x 2 AB=B-A - AB = (—3,7) T (_8; 3)
| AB = (5,4)
g 7 -5 -5 —4 - -2 1 D 2 3 4 5 g 7 8 9




Vector unitario y vectores candnicos

I 15 Equivalencia
Vectores Canonicos
- | d=(-34)=-3T+4]
J=(0;1) i=(04)=47
0.5
{=(1;0)
——

-2 -1.5 -1 =05 0 05 1 15 2
Vector Unitario

—0:5

Vector cuyo modulo es 1; sejrepresenta con la letra “u”.

U= (ug,uy) Tl J@)? + (up)? =1

Para cualquier vector
s —
a = (Cll, aZ)

= ()
“\lall” llall




Suma y resta de vectores

B(-6;7)
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Multiplicacion de un escalar
por un vector

Calcula 3d + 2b
= 3(5;5) + 2(4; —3)

= (15;15) + (8; —6)
= (23;9)



Paralelismo y Ortogonalidad de vectores

‘Paralelismo
Dos vectores Paralelos se
representan como:a || b

]
T

]

Allb = d=k.bkesune;

Vectores ortogonales

d=(a;a)m Gl = (—a,;a,)

N odt=(-24)

scal ar) \




Vectores iguales
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Vector Opuesto
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Los vectores m y n son iguales :
Igual modulo ,direccion y sentido
El origen puede ser diferente

Dado el vector m = (5,7); definimos
el vector opuesto como —m .
Geométricamente  mantiene el
modulo y la direccion pero cambia
el sentido.



Producto escalar de vectores

8

7

- = (ay;a2)(by; b
d = (a,;a,) 6 (aq; az). (by; by)

a;by + a,.b,

Qy
Sl S

Q

5

b = (by; ba)

Observacion | g 1 b =ad.b=0
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Descomposicion de un vector

5|1 A |
ldll
A
< 0\ | >
a 3
aq
Cosf = — = a; = ||a||Cos6
lall
az v
senf = m = a, = ||a||send

Angulo de Inclinacion

tan@ = 22 = @ = arctan (2)
aq aq



Proyeccion ortogonal

La sombra que proyecta el
vector a sobre b, le decimos
proyeccion ortogonal

Proy% | b‘
Denota: Proy? ab -
enota: Proy, =——.b
|2
Componente
El moddulo de vector

proyeccion se conoce como
la componente del vector a

sobre b

) = _ )
Denota: Compg = ﬁ

[
L




La recta en R2

« Larecta en dos dimensiones (R?2).

« Ecuaciones de la recta. Formas

« Angulo de inclinacién y Pendiente de una recta.

« Distancia de un punto a una recta.

« Paralelismo y Ortogonalidad entre rectas.
Interseccion de rectas.



La recta en R2

Ecuacion vectorial

(X,Y) = (Xo,Y,) +t AB

Ecuacion paramétrica
X = Xo, +t aq
Y = Yo, +t a,

X1 - Xo
Ecuacion dado dos puntos

Y-v, Y,-Y,
X=X, X, —X,

Y- Yo

Ecuacion punto pendiente

Y —Y, =mX —X,)

Ecuacion intercepto Eje Y

Y=mX +D
i -Y _ 0
X, —x, Ao Ecuacion General

: ., A AX +By+C=0
Si conoce la ecuacion general M= ~3

Pendiente deuna m =
recta




Distancia de un punto a una recta

(%0, Y0)

Distancia de un punto a dp,I) = |Axy + By, + C|
una recta ’ VA2 + B2




Rectas paralelas y perpendiculares

Aectas Paralelas

11112 ©m=m,

Rectas Perpendiculares

Ll 1 L3 @ml.mz — —1



Interseccidon entre rectas

Dadas dosrectas, L1: Ax+By+C =0 L2:Dx+Ey+F=0

RECTAS COINCIDENTES RECTAS PARALELAS RECTAS SECANTES
A B C . A B C - ﬂ - E
Si —_ = =_-= - Si. - = *+ = Si: D E
D E F D E F
. -
\ \ 5 4
\\1.1 2x+y=5 \: 3
\\ \ 2
\ i B
\ \
\\ ' \ 1
2 \\3 4 5 [ 7 ; 3 - --\ - '\\ - - -
\ - ‘\,\ b D10 1 2 3 4
\ \
\ L2 4xr2y=- 10 2y \\\ H / \
L1:3x+5y—-2=0 L1:2x+y—-5=0 L1:2x+y—-5=0
L2:6x+10y—4=0 L2:2x+y+3=0 L2:2x—y—3=0

Solucién (2,1)



Angulo entre rectas entre rectas

Cada recta tiene su angulo de inclinacion ( pendiente)
{Taga = my

Tagp = m;
Por Trigonometria basica:
B=a+0 0= —«
Tg(8) = Tg(f — a)
Tg(e) — Tg(,B)—Tg(a)

1+Tg(B)Tg(a)
Tg(e) B 1+m n:rtl
0= arch( )

+m,.mq



Vectores Rectas y Planos
en R?y R3

* \Vectores en R?
* LarectaenR?
* Vectores en R3
* LarectaenR3
 E|Plano



Vectores en R3

« Espacio Vectorial en tres dimensiones (R3). Mddulo
del vector. Vector unitario. Vectores canodnicos
(i,j,k). Suma y Diferencia de vectores. Producto de
un escalar por un vector.

« Paralelismo. Producto escalar, angulo entre

vectores.

 Proyeccion Ortogonal y Componente entre
vectores.

 Producto vectorial. Triple Producto Escalar vy
Vectorial.

« Aplicaciones en areas y volumenes.



Vectores en R3

Médulo de un vector en R3
v = (a,b,c) = ||V|| = Va? + b2 + ¢2

¥ = (—4,-3,3) = ||¥]| =/ (=4)2+(=3)2+32 = /34




Vector unitario — Vectores candonicos




Suma y Diferencia de Vectores

el
+
<

= £

=
~ad

Multiplicacion por un escalar
u=(-3,43)
v=20+2j+3k
Calcula 3u + 5v
3u + 5% = 3(=3,4,3) +5(2,2,3)
3u + 5% = (—9,12,9) +(10,10,15)
3u + 50 = (1,22,24)



Vectores Paralelos

Ulv=u=kv

Producto Escalar

d.b=-1x3+1x4+(-2)x(-2) "mh -

Angulo entre vectores a.b
a b= llalllp = 0=arccos< — _)
a.b = ||all||b||Cose ENE

Siaab=0 > 6=90°

Vectores Perpendiculares
alb = ab=0



Proyeccion ortogonal y componente de
un vector




Producto vectorial

El producto vectorial (@ x b)se caracteriza por:
b
Direccién: perpendicular a ambos: (@xb) Ldy(d % b)Lb

Modulo: |c'ixl_5| = |a| -

esenf

dx B

b o

j—y o l ] k

B axb=|1 2 3

a 2 1 2

L= 12 31, 1 31, .1 2|»
aXb_|1 zl_|2 2]+|2 1|k
Axb=1-(-4)] + -3k
dxb=(14-3)



Triple producto escalar

Triple Producto Vectorial
ax(bxc) = b.(a.c) —c.(a.b)

ax(bxc) «

Uy
Vi
Wy

u,
Vs
W

U,
Vs
W




Aplicaciones : Area y Volumen

Area del Paralelogramo Volumen del paralelepipedo

Ay = x|

Area del triangulo




La rectaen R3

La recta en tres dimensiones (R3).

Ecuacion vectorial, paramétrica y simétrica.

Paralelismo y Ortogonalidad entre rectas. Angulo entre
rectas. Interseccion de rectas.

Distancia entre rectas que se cruzan.



La recta en R3

e e S A
2 ‘

Ecuacion vectorial de L Ecuacién paramétrica:

(x;y;2) = (x0; Yo; Zo) + t(a; b; ©) X = X, + at

Ecuacién simétrica y=Y,+bt teR
X_X():y_yo_z_zo Z=ZO+Ct

a b C



Paralelismo entre rectas
Dadas las rectas l;: (x,y,z) = Py+ta y l,:(x,v,z) = Qy + rb
SiLiIl L, =alb

Ly

Rectas perpendiculares .
Dadas las rectas l;: (x,y,z) = Py+ta y l3:(x,y,z) = Ry + sb
SiLi1 L, =2ab=0
a.b
lall||b||

Angulo entre rectas Cosf =



Posiciones entre rectas no paralelas

Se cortan

|
Se cruzan

Dadas las rectas en el espacio
li:(x,y,2) =Py +td y Ly (x,y,2) =Qy+71b

Se forma [Q, — P, ]

Sl QU

Distancia entre rectas gue se cruzan
P,Qo.d, b

d(Ll,L2)=|[ 0@ & I
ld x b|




La ecuacion del plano

e Ecuacion Vectorial, Normal y General.
e Paralelismo y Perpendicularidad.
 Angulo diedro entre planos.

* Interseccion de Planos.



Generacion de un plano

Geométricamente 3
puntos no
colineales

determinan un
Plano

Vectorialmente 2
vectores no
paralelos
determinan un
Plano

axb+0=>aktbh




Ecuacion vectorial normal y general de
un plano

Ecuacion Vectorial

n:P+t?i+sB;t,seR

Ecuacién Normal

—LJ]pP, donde n = (4,B,C)

' --"‘-»Ecuaci(’)n General
" AX+BY+CZ+D=0



Planos paralelos y perpendiculares

A1X+BlY+C1Z+D1=M A X+BY+CiZ+D,=0
R

nq 4
o~ \

n

< N j

N

~ A X +ByY +C,Z+ Dy =0

;~-‘/:_=f—:’-“

Paralelismo PIQ= nln, o nxn,=0

Perpendicularidad PLR= nlny o nn;=0

Distancia de un punto |AXy + BYy + Cp + D|

a un plano d(M, 4P) =
VA? + B2 + (2



Angulo diedro entre planos

N~
A1X+31Y+C12+D1=0

ni{.n»

| |l[m4]]

S

A2X+32Y+sz+l)2=0

Cos0O =

| “';q’-‘"-’ '_'_--,'_",\. *ie” ../ .
| Interseccion de planos = Recta

- 2
:"t ;.:_ _'_x(
* - 2 -
&

:j:-L (A X+BY+CiZ+Dy =0
-7 |AX+B,Y+C,Z+D, =0

-

st

B



‘ v \ Conclusiones

Las operaciones entre vectores permiten calcular la
resultante en un sistema de fuerzas y su direccidon vy
podemos ampliar hacia temas como |a electricidad,
magnetismo.

El producto escalar y vectorial se aplica en el calculo de
areas y volumenes de regiones y superficies no
regulares.

Para determinar la ecuaciéon de un plano es necesario
utilizar el producto escalary vectorial de vectores lo que
indica la conexidn entre vectores, rectas y planos que son
temas previos al calculo vectorial donde se interactua
con derivadas e integrales.
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